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Μετρήσεις και Σφάλματα/Measurements and Uncertainties 

Κατά την καταγραφή δεδοµένων, σε κάθε εγγραφή δεδοµένου θα πρέπει να δίδεται µαζί και  

το αντίστοιχο εκτιµώµενο σφάλµα ή αβεβαιότητα. Ο όρος σφάλµα ή αβεβαιότητα 

χρησιµοποιείται στις επιστήµες για να εκφράσουµε πόσο κοντά µια µέτρηση µας 

αντιπροσωπεύει την πραγµατική τιµή της ποσότητα που µετράµε.  

Χρησιµοποιήστε την ακόλουθη µέθοδο για να εκτιµήσετε το σφάλµα ή την αβεβαιότητα που 

σχετίζεται µε οποιαδήποτε µέτρηση στο εργαστήριο. 

Πρώτον, βρείτε τη σταθερά της κλίµακας, δηλ. την µικρότερη υποδιαίρεση του οργάνου 

µέτρησης. Στο υποδεκάµετρο ή στο µέτρο µήκους του εργαστηρίου, η µικρότερη 

υποδιαίρεση είναι 1 mm. Στη ζυγαριά ακριβείας του εργαστηρίου, η µικρότερη υποδιαίρεση 

είναι 0,01 g. Αν στηρίζεστε µόνο στην ακρίβεια του οργάνου µέτρησης, θα ήτανε ασφαλές 

να πείτε ότι η µέτρηση σας είναι µέσα στη 1 µονάδα  στο τελευταίο ψηφίο της µετρούµενης 

τιµής. 

 

Στην από πάνω εικόνα, ας υποθέσουµε ότι µετράτε το µήκος της ράβδου. Εάν χρησιµοποιείτε 

το µέτρο µέτρησης που φαίνεται, τότε το µήκος του αντικειµένου θα είναι περίπου 86 mm, 

που σηµαίνει ότι είσαστε σίγουροι ότι η πραγµατική τιµή του µήκους είναι µεταξύ 85 mm 

και 87 mm. Συνεπώς, θα παραστήσετε τα δεδοµένα µας ως: 

L = 86 mm ± 1 mm 

Στη περίπτωση  αυτή, η αβεβαιότητα ή το σφάλµα σας είναι ± 1 mm. Ωστόσο, µπορεί να 

αισθάνεστε ότι είστε σε θέση να επιτύχετε µεγαλύτερη ακρίβεια από εκείνη της ελαχίστης 

υποδιαίρεσης του οργάνου. Τότε θα πρέπει να κάνετε κάποια εκτίµηση. Υποδιαιρώντας την 

ελαχίστη υποδιαίρεση ας πούµε σε 5 ή 10 νοερές υποδιαιρέσεις, µπορείτε να κάνετε 

καλύτερη εκτίµηση του µετρούµενου µήκους. Αυτό λέγεται κανόνας του 1/5 ή του 1/10. (Σε 

ορισµένες περιπτώσεις, θα δείτε ότι ο κανόνας αυτός είναι υπερβολικά γενναιόδωρος). Αν 

λοιπόν αισθάνεστε ότι µπορείτε να πάρετε µεγαλύτερη ακρίβεια στη µέτρηση σας από αυτήν 

της ελαχίστης υποδιαίρεσης, τότε φυσικά θα ήταν πιο σκόπιµο να χρησιµοποιήσετε τον 

κανόνα του 1/5 ή το 1/10. Μπορεί βέβαια η εµπιστοσύνη σας στο τελευταίο σηµαντικό 

ψηφίο είναι µικρότερη, οπότε µπορείτε να χρησιµοποιήσετε το 1/2 της ελάχιστης 

υποδιαίρεσης του οργάνου. Εν πάση περιπτώσει, επαφίεται στη κρίση σας να εκτιµήσετε το 

σφάλµα. Σε κάθε περίπτωση, θα πρέπει να µπορείτε να δικαιολογήσετε τις εκτιµήσεις σας 

στον επιβλέποντα! Τα ακόλουθα δεδοµένα εκτιµήθηκαν µε τον κανόνα του 1/2,  του 1/5 και 

του 1/10, αντίστοιχα. 

L = 85.5 mm ± 0.5 mm 

L = 85.6 mm ± 0.2 mm 

L = 85.7 mm ± 0.1 mm 

Και οι τέσσερις µετρήσεις του µήκους είναι σωστές, αλλά αντιπροσωπεύουν διαφορετικούς 

βαθµούς ακριβείας. Σε κάθε περίπτωση, η αβεβαιότητα ή το σφάλµα µειώθηκε, 
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υποδηλώνοντας µεγαλύτερη ακρίβεια στη µέτρηση. Ο αριθµός των σηµαντικών ψηφίων στη 

καταγραφή δεδοµένων, φανερώνει το µέτρο εµπιστοσύνης µας στα πειραµατικά δεδοµένα.  

Για τους σκοπούς µας, είναι σηµαντικό να θυµόσαστε δύο κανόνες που θα σας βοηθήσουν 

για να προσδιορίσετε  την αβεβαιότητα σας σωστά: 

• Κανόνας 1: Η αβεβαιότητα θα είναι της ίδιας ακρίβειας µε της µετρούµενης τιµής. 

• Κανόνας 2: Η µετρούµενη τιµή έχει τόσα σηµαντικά ψηφία, όσα δικαιολογούνται από 

την πειραµατική ακρίβεια. 

Σηµείωση. Στη περίπτωση ψηφιακής συσκευής, η αβεβαιότητα είναι ίση µε το µικρότερη 

ψηφιακή µονάδα, και καµία εκτίµηση δεν µπορεί να γίνει. Για παράδειγµα, η ανάγνωση του 
χρονοµέτρου µπορεί να παρασταθεί µόνο ως  t = 12.63 ± 0.01 s. 

• Τυχαία σφάλµατα /Random Errors 

Αναφέρουµε ένα άλλο παράδειγµα µε επαναλαµβανόµενες µετρήσεις της ίδιας ποσότητας ενός 

µεγέθους: εν προκειµένω, "το σηµείο βρασµού του νερού".  Έστω ότι 10 διαφορετικές φοιτητικές 

οµάδες µετρούν το σηµείο βρασµού του νερού στο εργαστήριο και παρακάτω έχουν καταγραφεί 

οι µετρήσεις τους:  

 100.4 ˚C 

 101.1 ˚C 

 99.7 ˚C 

 100.0 ˚C 

 98.3 ˚C 

 99.5 ˚C 

 99.5 ˚C 

 101.1 ˚C 

 98.9 ˚C 

 100.5 ˚C 

Ο µέσος όρος αυτών των ενδείξεων είναι 99.9 ˚C. Οι παραπάνω τιµές φαίνεται να είναι 

τυχαία διασκορπισµένες (randomly scattered) γύρω από τη µέση τιµή. Οι µετρήσεις αυτές 

φαίνεται να είναι αρκετά ακριβείς, αλλά υπάρχει κάποια ανεξήγητη ανακρίβεια, ίσως επειδή 

υπάρχει πρόβληµα στην εκτίµηση του τελευταίου ψηφίου, ή ίσως επειδή η ατµοσφαιρική 

πίεση τρεµοπαίζει, ή ίσως και να οφείλεται σε κάποιο άλλο ανεξήγητο λόγο. Αυτή η 

ανακρίβεια αποτυπώνει τις τυχαίες αποκλίσεις των επιµέρους µετρήσεων από τη µέση τιµή. Το 

σφάλµα που σχετίζεται µε τις παραπάνω µετρήσεις αναφέρεται συνήθως ως τυχαίο σφάλµα.  
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Πολύ συχνά, τα τυχαία σφάλµατα µπορούν να προσεγγιστούν από την συνάρτηση κατανοµής του 

σφάλµατος του Gauss. Αν έγιναν πολλές µετρήσεις της ίδιας πειραµατικής µεταβλητής, τότε η 

πιο συχνή τιµή είναι η µέση τιµή ή πολύ κοντά σ' αυτήν (ελπίζοντας ότι αυτή θα είναι και η 

πραγµατική τιµή). Η κατάσταση αυτή παριστάνεται γραφικά από την καµπύλη-καµπάνα του 

παραπάνω σχήµατος. 

Η απόσταση σ καλείται τυπική απόκλιση και έχει την εξής ερµηνεία:  Μια τυχαία µέτρηση 

έχει πιθανότητα 68% να βρίσκεται µέσα στο εύρος µίας τυπικής απόκλισης γύρω από τη 

µέσης τιµή, αν τα σφάλµατα µας είναι εντελώς τυχαία. Είναι κοινή πρακτική να υποθέτουµε, 

ελλείψει πληροφοριών για το αντίθετο, ότι τα σφάλµατα είναι τυχαία. Είναι λογικό να 

αναρωτηθούµε "Πώς θα υπολογίζεται η σ;" Υπάρχουν δύο τρόποι: ο δύσκολος τρόπος και ο 

εύκολος τρόπος. Ο δύσκολος τρόπος είναι να χρησιµοποιήσετε την ακόλουθο σχέση 

(ποικίλει):   

∑
=

−±=
N

i

2
i

1
)xx(

N

1
σ  (1) 

Στην (1), Ν είναι ο αριθµός των µετρήσεων και  x είναι η µεταβλητή που µετράµε και η µέση 

τιµή συµβολίζεται µε x . H τυπική απόκλιση για τα παραπάνω δεδοµένα της θερµοκρασίας 

είναι 0,9 °C, συνεπώς θα αναφέρουµε το αποτέλεσµα µας για το σηµείο βρασµού του νερού, 

ως εξής: 99.9 ± 0.9 °C. 

• Το επί τοις εκατό σφάλµα /Percent Error 

Συχνά µιλάµε για το επί τοις εκατό σφάλµα σε ένα πείραµα. Το % σφάλµα είναι συνήθως ο 

λόγος του τυπικού σφάλµατος προς τη µέση τιµή, εκφρασµένη επί τοις εκατό. Στο παραπάνω 

παράδειγµα, αναφέρθηκε το αποτέλεσµα για τη µέτρηση του σηµείου ζέσεως: 99,9 ± 0,9 ° C. 

Οπότε, το επί τοις εκατό σφάλµα θα είναι:  %9.0009.0
C9.99

C9.0
==

°

°
 

 

και θα ήταν εξίσου θεµιτό να αναφέρει κανείς το αποτέλεσµα, ως:   θ = 99.9°C ± 0.9% . 

 

 

Διάδοση Σφάλματος/Error Propagation 

Η διάδοσης σφάλµατος είναι απλά η διαδικασία προσδιορισµού της αβεβαιότητας ενός 

αποτελέσµατος που λαµβάνεται από έναν υπολογισµό. Κάθε φορά που µετρούνται δεδοµένα, 

υπάρχει µια αβεβαιότητα εγγενής ή συνδεδεµένη µε το εν λόγω αποτέλεσµα. Αν οι 

µετρήσεις αυτές, οι οποίες χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό κάποιου µεγέθους, έχουν 

κάποια αβεβαιότητα συνδεδεµένη µ’ αυτές, τότε φυσικά το τελικό αποτέλεσµα (του 

υπολογισµού σας) θα έχει να έχει και αυτό µε τη σειρά του κάποιο επίπεδο αβεβαιότητας. 

Για παράδειγµα, στο εργαστήριο µπορεί να µετράς τη θέση ενός αντικειµένου σε 

διαφορετικούς χρόνους, µε σκοπό να βρεις τη µέση ταχύτητα του αντικειµένου. ∆εδοµένου 

ότι και οι δύο µετρήσεις, απόστασης και χρόνου, έχουν αβεβαιότητες οι οποίες συνοδεύουν 

τους αριθµούς στους υπολογισµούς, είναι αναµενόµενο να επηρεάζουν το τελικό αποτέλεσµα 

για την ταχύτητα του αντικειµένου. Τίθεται εποµένως το θέµα «πώς µπορεί κανείς να 

προσδιορίσει την αβεβαιότητα στις τιµές των µεγεθών που υπολογίζετε;» 

∆εδοµένου ότι οι υπολογισµοί αβεβαιότητας βασίζεται στη στατιστική, υπάρχουν εποµένως 

τόσοι διαφορετικοί τρόποι προσδιορισµού της αβεβαιότητας όσες είναι οι στατιστικές 

µέθοδοι. Οι µέθοδοι διάδοσης του σφάλµατος που παρουσιάζονται σε αυτόν τον οδηγό είναι 
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ένα σύνολο γενικών κανόνων που θα πρέπει να χρησιµοποιούνται µε συνέπεια για όλα τα 

επίπεδα της φυσικής (και όχι µόνο) σε αυτό το τµήµα. 

Στα ακόλουθα παραδείγµατα:  

• q είναι το αποτέλεσµα µιας µαθηµατικής πράξης  

• δq είναι η αβεβαιότητα που συνδέεται µε το αποτέλεσµα q  

• δx είναι η αβεβαιότητα που συνδέεται µε µια µέτρηση του µεγέθους  x.  

• Για παράδειγµα, µια µέτρηση της µάζας m έδωσε το αποτέλεσµα: 

• m = 20.4 ±0.2 kg  που σηµαίνει  δm = 0.2 kg 

 

� Σταθερές/Constants 

Εάν µια έκφραση περιέχει µια σταθερή, Β, έτσι ώστε το µέγεθος q ισούται µε Β επί x, τότε: 

xδBqδ

xBq

⋅±=

⋅=
 

ή ακόµη  το σχετικό σφάλµα:  

x

xδ

q

qδ
±=  

Για παράδειγµα: αν F = mg, όπου m = 20.5 ±0.2 kg και g = 9.81 m/s
2
, τότε 

• δF = ±g·δm, ή 

• δF = ±9.81 m/s
2
·0.2 kg = ±1.962 kgm/s

2
 = ±2 Nt,  

• F = 201 ± 2 Nt, και 

• δF/F = ±δm/m = ±0.00976 = ±0.01 = ±1% 

 

� Πρόσθεση και Αφαίρεση/Addition and Subtraction 

Αν και από τη διαίσθηση µπορεί να φαίνεται λογικό να προσθέσετε τις αβεβαιότητες των 

προσθετέων, αυτό µπορεί να δώσει παραπλανητικά αποτελέσµατα. Για παράδειγµα, αν ένας 

αριθµός Α έχει µια θετική αβεβαιότητα και ένας άλλος Β έχει αρνητική αβεβαιότητα, στη 

συνέχεια προσθέτοντας απλά τις δύο αβεβαιότητες θα µπορούσε να προκύψει η συνολική  

αβεβαιότητα να ισούται µε µηδέν, που δεν στέκει. Ακόµη και προσθέταµε τις απόλυτες τιµές 

των δύο αβεβαιοτήτων δεν θα προέκυπτε η σωστή αβεβαιότητα! Για να διορθώσετε αυτά τα 

προβλήµατα αθροίζουµε τα τετράγωνα των σφαλµάτων και στη συνέχεια παίρνουµε τη 

τετραγωνική του αθροίσµατος. Εάν το q είναι το άθροισµα των χ, y και z, τότε η 

αβεβαιότητα που συνδέεται µε το q µπορεί να υπολογιστεί από τη µαθηµατική σχέση: 

...)zδ()yδ()xδ(qδ

...zyxq

222
+++±=

±±±=
 

Μπορείς να αποδείξεις σαν απλή αλγεβρική άσκηση ότι:  ...zδyδxδqδ +++≤  
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� Πολλαπλασιασµός και ∆ιαίρεση / Multiplication and Division 

Παρόµοια αναλογία ισχύει και για τον πολλαπλασιασµό και διαίρεση, όµως για τα 

κλασµατικές αβεβαιότητες, δx/x, κλπ. Είναι εύκολο να δούµε ότι ισχύουν τα ακόλουθα: Αν  

q=xyz,  τότε 

z

zδ

y

yδ

x

xδ

q

qδ
++=          (1) 

και για τους ίδιους λόγους όπως και παραπάνω 

222 )
z

zδ
()

y

yδ
()

x

xδ
(

q

qδ
++=  

Μια απλοϊκή απόδειξη είναι η ακόλουθη: Αν q=xyz,  και  δq, δx, δy, δz,  είναι τα αντίστοιχα 

σφάλµατα που συνοδεύουν τις ποσότητες q, x, y, z, αντίστοιχα, τότε ισχύει:  

q + δq = (x + δx)(y + δy)(z + δz) = xyz + yz δx + xz δy + xy δz + zδx δy + yδx δz  + x δy δz + 

δx δy δz 

Αν παραλείψουµε τα γινόµενα των διπλών και τριπλών διαφορικών, ως πολύ µικρές 

ποσότητες, δηλ. δx δy º δx δz  º δy δz º δx δy δz º 0, τότε η προηγούµενη σχέση γράφεται:  

δq = yz δx + xz δy + xy δz , 

και διαιρώντας και τα δύο µέλη µε q=xyz,  προκύπτει αµέσως η ζητούµενη σχέση (1). 

Μπορείς να αποδείξεις σαν απλή αλγεβρική άσκηση ότι:  ...
z

zδ

y

yδ

x

xδ

q

qδ
+++≤  

 

� Εκθετική συνάρτηση/Exponents 

Εάν το µέγεθος q=x
n
,  τότε η αβεβαιότητα που συνδέεται µε το µέγεθος q υπολογίζεται ως 

εξής: Υπολογίζουµε το ολικό διαφορικό dq: 

x

dx
qndxnxdx

dx

dq
dq 1n

===
− . 

Στη συνέχεια αντικαθιστούµε τα διαφορικά µε τα αντίστοιχα σφάλµατα xδdx →  και 

qδqd → ,  οπότε η προηγούµενη σχέση γράφεται:  

q
x

xδ
nqδ =    ή και   

x

xδ
n

q

qδ
=  

 

� Τριγωνοµετρική συνάρτηση/Trigonometric Functions 
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Έστω ότι q ισούται µε µια τριγωνοµετρική συνάρτηση, π.χ. q=sinθ, και θ είναι η µετρούµενη 

ποσότητα, π.χ. θ = 31° ± 0.5°.  Η αβεβαιότητα που συνδέεται µε το µέγεθος q, υπολογίζεται 

ως εξής: Υπολογίζουµε το ολικό διαφορικό dq: 

θd θcosθd
θd

dq
dq −==  

και στη συνέχεια αντικαθιστούµε τα διαφορικά µε τα αντίστοιχα σφάλµατα δθθd →  και 

qδqd → ,  οπότε η προηγούµενη σχέση γράφεται:  

δθ θcosqδ ±=  

Για την παραπάνω µετρηθείσα γωνία θ, το σφάλµα που συνδέεται µε τη συνάρτηση q  θα 

είναι:   

009.000897.0
180

5.0
 13cosq ±≈±=⋅±=

π
δ ,     και τελικά    q=sinθ=0.515±0.009 

Θα παρατηρήσατε ότι το σφάλµα της γωνίας δθ πρέπει να εκφράζεται πάντα σε rads! 

 

� Σύνθετη συνάρτηση πολλών µεταβλητών /Μultivariable functions  

Ο γενικός κανόνας για σύνθετες συναρτήσεις είναι ο ακόλουθος:  

Αν  q=f(x,y,z,..),  τότε το σφάλµα που συνδέεται µε την υπολογιζόµενη ποσότητα q δίδεται 

από τη σχέση: 

222 )zδ
z

f
()yδ

y

f
()xδ

x

f
(qδ ⋅

∂

∂
+⋅

∂

∂
+⋅

∂

∂
=  

όπου 
x

f

∂

∂
 είναι η µερική παράγωγος της συνάρτηση f(x,y,z,…) ως προς x,  και κυκλικά ως 

προς τις άλλες µεταβλητές y, z,…κλπ 

 

 


